OLIMPIADAS

PORTUGUESAS DE MATEMATICA
http://www.spm.pt/olimpiadas

XXXII OPM - Final - 1° Dia - 04.04.2014 - Categoria B - 10°/12° anos Duragdo: 3 horas

Cada questdo vale 10 pontos

Sugestdes para a resolucdo dos problemas

1. O problema é equivalente ao de saber qual € o maior nimero de sinais *—" que se podem usar na igualdade
+1+£24+3+---£64 = 2014. Seja X o conjunto dos inteiros entre 1 e 64 que nessa igualdade ficam afetados
com o sinal *—". Ao subtrair £1 +2+34+.--- £ 64 a1+ 2+ 3+ .-+ 64, os nUmeros afetados com o

sinal “+” cancelam, enquanto que os elementos de X dobram. Assim, se s for a soma dos elementos de X,
ent@o 14+ 2+ 3+ -+ 64 —2014 = 2s. Oral+2+3+ .-+ 64 = X5 — 2080, pelo que se tem
§s=33Comol+2+4+3+4+---7T+8= % = 36 > 33, o nimero 33 ndo pode ser decomposto como uma
soma de mais do que 7 elementos ndo repetidos de {1, ...,64}. Por outro lado, 33 admite a decomposicdo
1+424+3+4+5+6+ 12 = 33, pelo que se conclui gue o nimero mdximo de elementos que X pode ter
€ 7. Logo, o navio navegou no méximo 7 dias para sul.

2. Solugdo 1: Sejam E e F pontos tais que D é o ponto médio de [EC] e A é o ponto médio de [F'C]. Assim,
[ADEF] & um quadrado.
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Os triangulos [ABM] e [AFM] tém ambos um angulo reto, um lado comum e um lado igual, logo sdo
congruentes. Portanto FM A = BM A = 60°, ouseja, F', M e N s@o colineares.

Como cos EFN = cos60° = 1/2, entao FN = 2EF = FB, ou seja, [FNB] & isésceles. Portanto
~ 180° — 30° =
FBN = —— =175° donde MBN = 75° — 30° = 45°.

Solucdo 2: Seja F' o ponto de intersecdo de [M N| com [BE]. Seja P o pé da perpendicular a [M N| que
passa por B.
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Os friangulos [ABM]| e [PBM] sao congruentes porque MAB = MPB = 90°, AMB = PMB = 60° e
[M B] é um lado comum. Portanto PB = CB. t¢ém ambos um angulo reto, um lado comum e um lado igual,
logo s@o congruentes. Portanto FFM A = BM A = 60°, ou seja, F', M e N s@o colineares.

Como cos EFN = cos60° = 1/2, entao FN = 2EF = FB, ou seja, [FNB] & isésceles. Portanto
~ 180° — 30° N
FBN = —— =175° donde MBN = 75° — 30° = 45°.
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3. Asolucéo é3n + 1.

Comecemos por provar que 3n ndo é suficiente. Mostremos que gquaisquer que sejam as 3n casas que a
Beatriz escolha, existe uma escolha da Amélia para a qual a Beatriz falha todos os “firos”. Entre as 2n linhas do
tabuleiro, escolhemos as n em que a Beatriz selecionou menos casas. No total estas linhas contém no mdaximo
n escolhas da Beatriz: se fossem mais, existiria uma linha no conjunto com mais de uma casa, enquanto como
nas n linhas restantes estariam selecionadas menos de 2n casas alguma teria apenas uma, e ndo teriamos
selecionado as linhas com menos casas atacadas.

Mas entdo nestas 1 linhas, um mdaximo de n colunas contém casas escolhidas pela Beatriz, ou seja, pelo menos
n colunas ndo foram atacadas. Se a Amélia tivesse escolhido esta combinagdo de linhas e colunas entdo a
Beatriz ndo teria acertado em nenhuma peca.

Mostremos agora que 3n + 1 é suficiente. Consideremos as linhas e colunas indexadas de 1 a 2n, e admitamos
que a Beatriz escolhe as 2n casas (1,1), (2,2), ..., (2n,2n), as n casas (1,2), (2,3), ... (n,n + 1) e ainda
a casa (n + 1,1). Queremos mostrar que € impossivel a Amélia escapar. Como todas as casas da diagonal
foram escolhidas, a Amélia ndo pode ter escolhido uma linha e uma coluna indexada pelo mesmo ndmero, o
que significa que o conjunto I dos indices das linhas escolhidas € complementar do conjunto J dos indices das
colunas escolhidas (uma vez que a cardinalidade de cada um é n e sdo disjuntos).

Suponhamos que 1 € I. Ent@o, como (1, 2) foi atacada, a coluna 2 ndo pode ter sido escolhida, logo a linha
2 foi escolhida. Mas agora (2, 3) foi atacada, pelo que pelo mesmo raciocinio 3 € I e assim por diante até
n+ 1 € 1. Isto implica que foram selecionadas nn + 1 linhas, o que é impossivel. Assim, 1 teria de estarem J, o
que como (n + 1, 1) foi selecionada implica que n + 1 € J.

Se alguma linha comindice 1 < k < n + 1 for selecionada o argumento acima, como (k‘, k + 1) foi atacada,
implica {k,k + 1,k +1,--- ,n+ 1} C I, peloquen+ 1 € I N J o que ndo pode acontecer. Entdo
{17 ey, 1} C J. o que por sua vez é também impossivel. Concluimos assim que ndo hd qualguer forma da
Amélia colocar as suas pecas de forma a ndo ter pelo menos uma delas atingida.
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